1. Conceptos basicos de la teoria de Series de
Fourier

Esencialmente la teoria de Series de Fourier persigue dos propositos:

= El andlisis o descomposicion de una senal como suma o superposicion
(en general infinita) de sinusoides.

= La sintesis o recomposicion de una senal a partir de sus sinusoides.
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1.1. Sinusoides

Una sinusoide es una senal de la forma
Asern(2nvt + Q).

El numero A > O es la amplitud, v > O es la frecuencia medida en ciclos por se-
gundo o Hercios (Hz), — < @< 7 es la fase (fase inicial), 2nv es la frecuencia
medida en radianes por segundo (que se llama a veces frecuencia angular). El
periodo es el tiempo que necesita la sinusoide para completar un ciclo com-
pleto, es decir, el periodo es T = 1/v segundos.

Asern2av(t+1/v)+ @) = Asen(2nvt + 2t + @) = Asern(2avt + @).
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Una funcion f : R — C se dice que es periodica con periodo T si
ft+T)=1f(t)

para todo t € R. En tal caso cualquier miltiplo entero de T es también un
periodo de f, esto es, f(t+kT) = f(t) para todot R, keZ. Cuando se dice que
una funcion es periodica de periodo T se sobreentiende que T es el numero

positivo mas pequeno que verifica la igualdad f(t+T) = f(t) para todoteR.



index.html

1.2. Frecuencia principal y armonicos

El tono de un sonido depende de la frecuencia. Los sonidos graves se corre-
sponde con bajas frecuencias y los agudos con frecuencias altas. La intensi-
dad del sonido se mide en decibelios (db) y es proporcional a la amplitud de
la serial. El timbre o calidad de un sonido (lo que distingue una misma no-
ta en diferentes instrumentos) depende de los armoénicos que acompanan al
armonico principal (después explicaremos esto de los armonicos).

Las ondas sinusoidales tienen la particularidad de producir un sonido puro,
es decir, un sonido que consta de una tnica frecuencia.

Los sonidos que producen los instrumentos musicales son mucho mas ricos
porque en ellos se superponen sonidos de distintas frecuencias: los armonicos.
Los arménicos son sonidos cuyas frecuencias son miultiplos enteros de la

frecuencia fundamental.
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1.3. Dominio del tiempo y de la frecuencia

Aqui tienes una representacion en el dominio del tiempo de la senal

sen260x 2nt)+.6 sen2x260x 2nt)+.4 sen3x260x 2nt)+.2 sen4x 260x 2mt)
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Aqui tienes la representacion de la misma senal en el dominio de la frecuencia
(la unidad en el eje de frecuencias representa 260 Hz).

0.2 - I
frecuencia
4
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1.4. Polinomios trigonométricosy coeficientes de Fouri-
er

Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) escribio en 1807 un trabajo sobre la
propagacion del calor en el que se afirmaba que cualquier sefial continua con
periodo 1/v podia representarse como suma de ondas sinusoidales en la for-
ma:

iAn sen(2nmvt + @)

Para empezar nuestro estudio consideremos no una serie sino una suma finita
y, por comodidad, supondremos que el periodo de nuestra sefial es 1. Tenemos,
pues, una suma de la forma:

N
Z)An ser(2nmt + @) (1)

Es frecuente llamar a las sinusoides individuales de una suma de este tipo

armonicos. Esta forma de una suma trigonométrica de armonicos tiene la ven-
taja de mostrar explicitamente la amplitud y la fase de cada uno de ellos pero
es muy incomoda para los calculos.
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Por ello es mas frecuente escribir esta suma en la forma:

ap

N
>+ > (ancog2zmnt) +byser(2zxnt)) (2)
n=1

la razon de escribir el término constante en la forma ag/2 es para simplificar

las férmulas de los coeficientes que veremos pronto.
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Se trabaja con mucha mas comodidad con estas sumas si usamos la exponen-
cial compleja. Usando las ecuaciones de Euler tenemos que:

eZ:rcint_|_e—2nint eZnint_e—Zrcint

cog2xmnt) = > : sen2xnt) = 5

con ello la suma 2 puede ser escrita como:

N
Z Cn eZJ'EIn'[ (3)
n=—N
Larelacion entre estas tres formas distintas de escribir una misma suma trigono
ca viene dada por las siguientes igualdades validas para todo neN:

an — 1bn _an+ibn

Ch= ——F=— —n 5 (4)

an = Ansen b = AnCOsph (5)
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Una suma como la que estamos considerando se llama un polinomio trigonomé
co de orden n.

Supongamos que tenemos una senal f que podemos representar como un
polinomio trigonomeétrico:

N
fy=S c,e?™n
n:z—N '
y nuestro problema es calcular los coeficientes c,. Para ello multiplicamos
dicha igualdad por e 2™'k! y obtenemos que:

. N .
e—2mkt f(t) —C+ Z Ch eZJ'cI (n—k)t
n=—N,n#k

Ahora integramos ambos lados entre 0 y 1 y tenemos en cuenta que si qeZy

d # 0 entonces:
1

| ematd =0

0
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Resulta asi que:
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Si ahora suponemos que f tiene periodo T podemos considerar la funcion
g(t) = f(tT) que tiene periodo 1. Supuesto que

Z Ch eZmnt
n=—N
se deduce enseguida que:
Z Ch eZmnt/T
n=—N

donde los coeficientes vienen dados por:

1 T
Cn:fe—Zninsg(S>dS: —t/T _ f —2mint/T t/T _ f —2mint/T 1:
0 0 0

Las consideraciones anteriores motivan a las siguientes definiciones.

Definicion. Sea f : R — R una senal de periodo T integrable en [0, T]. Se definen
los coeficientes de Fourier complejos de f por:

:
1 in
—?!ezn YTft)dt (nez) 6)
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El polinomio trigonomeétrico:

Z Cn eZJ‘EInt/T (7)
n=—N
donde los coeficientes ¢, vienen dados por 6, se llama polinomio de Fourier de
orden n de f. La sucesion de los polinomios de Fourier de f se llama serie de
Fourier de f. Cuando dicha serie converge escribimos:

(00)

1im S\I( ) Z CneZTEint/T

N—oo ==

Teniendo en cuenta 4 se deduce que las igualdades 6 y 7 pueden escribirse de
forma equivalente:

N
_% + Y (ancos2mnt/T) +byser{2ant/T)) (8)
n=1



index.html

donde:

an:c.nJrcn:%}(ezmm/T e2“'”t/T) — } cog2nnt/T)f(t)dt (9)
0 0
: 1 ( —annt/T ez:ﬂ:lnt/T (
b = i(C ?bﬁ( ) = J"er(znnt/T f(t) dt

(10)

son los coeficientes de Fourier reales de f. Los a, se llaman coeficientes cosenoy

los by, coeficientes seno de f.
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Es frecuente que T = 27t y que se elija como intervalo de integracion [— m, 7]

con lo cual se tiene:



index.html

1.4.1. Observaciones Para calcularlos coeficientes de Fourier de una senal
de periodo T podemos integrar en cualquier intervalo de longitud T. Suele ser

frecuente, por razones de simetria, elegir el intervalo [T /2, T /2].
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Observa que nada hemos dicho atn sobre la relacion entre una funcion f y su
serie de Fourier. La pregunta ;de qué modo la serie de Fourier de f representa a
f? no tiene una respuesta facil porque tiene muchas respuestas. Mas adelante

presentaremos algunos resultados en este sentido.
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Observa que si cambias una funcion en un numero finito de puntos esto no
afecta para nada a sus coeficientes de Fourier los cuales viene dados por medio

de integrales.
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A diferencia de la serie de Taylor de una funcion, la cual solamente esta defini-
da si dicha funcion es indefinidamente derivable, la tinica condicion para que
la serie de Fourier de una funcion esté definida es que la funcion sea integrable
en un intervalo. Te recuerdo que hay funciones integrables con infinitas dis-
continuidades. Es decir, el concepto de serie de Fourier es mucho menos re-
strictivo que el de serie de Taylor y esa es una de las grandes ventajas de la
teoria de series de Fourier: puede aplicarse a funciones muy generales.
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En contra de lo que pudiera parecer a primera vista, la hipotesis de periodi-
cidad no es restrictiva para la aplicacion de la teoria de series de Fourier. En
efecto, si estamos interesados en representar por medio de una serie de Fouri-
er una funcion f definida e integrable en un intervalo [a,b] podemos extender
dicha funcion a todo R de manera que la extension sea una funcion periodica

de periodo T = b— a. Para ello basta repetir la grafica de f en intervalos de lon-
gitud T (si f(b) = f(a+T) # f(a) sera preciso cambiar el valor de f en uno de
los extremos del intervalo [a, b]).
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Observa que las formulas que dan los coeficientes de Fourier de una funcion f
tienen perfecto sentido para funciones complejas f : R — C. La consideracion
de funciones complejas, si bien desde un punto de vista tedrico no presen-
ta ninguna dificultad e incluso hace que la teoria sea mas elegante y facil de
desarrollar, desde un punto de vista practico no anade nada pues en las apli-

caciones siempre se consideran senales reales.
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1.5. Series de Fourier seno y coseno

Supongamos que f es una funcion definida e integrable en [— m, «t].

= Si f es par, esto es f(—t) = f(t), entonces de la definicion 13 de los coefi-
cientes seno de f se deduce que b, = 0paratodoneNy

=V

ff (t)cognt)dt
0

= Si f esimpar, esto es f(—t) — f(t), entonces tenemos que a, = 0 para todo
n=0,12,...,y

TT

b = %ff(t)ser(nt)dt

0

Este resultado lleva a definir las series de Fourier seno y coseno.
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Sea ahora t una funcion definida e integrable en el intervalo |0, xt|. Podemos
extender f al intervalo [— 7, | de dos formas distintas:

—f(—x), —n<x<0
fy(x) = (—X)
f(x), 0<X<
y
f(—x), —nt<X<O0
fy(x) = (—X)
f(x), O<X<m

Es claro que f; esimpary f; es par y coinciden con f en [0, xt]. La funcioén f; es

llamada la extension impar de f y fo es llamada la extension par de f.
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= La serie de Fourier de f; se llama la serie de Fourier seno de f y viene dada

por:
U

an ser(nt), bh = %f f(t)ser(nt) dt
n= 0

= La serie de Fourier de f, se llama la serie de Fourier coseno de f y viene
dada por:

=N

0 + Zlan cognt), —
2 n=

f f(t) cognt) dt
0
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1.5.1. Convergencia de las series de Fourier Teorema Sea f : R — R
una senal periodica con periodo T e integrable en [0, T].

1. En todo puntot donde f sea derivable por la izquierda y por la derecha se
verifica que:

Z Cne2nint/T _ f(t)
N=—o0
2. En todo intervalo [a,b] donde f sea derivable con derivada acotada se ver-
ifica que:

00

S e T =f(t) vtelab

N=—o00

y ademas la convergencia es uniforme en [a, b).

3. Si f no es continua en un puntot pero la derivada de f tiene limites por la
izquierda y por la derecha en t entonces se verifica que:

= i f(t+)+ f(t—
SEUCEER(S

N=—o00

donde f(t+)y f(t—) son, respectivamente, los limites por la derecha y por

la izquierda de f ent.
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2. Geometria de las series de Fourier

Representamos por L%(0,T) el espacio de las funciones f : R — C que son T
periodicas y de cuadrado integrable en [0, T]. Este conjunto con las opera-
ciones usuales de suma de funciones y producto por escalares complejos es
un espacio vectorial complejo.

Para todo par de funciones f,ge L%(0,T) definimos su producto escalar por:

T)
)
j (14)
0

y definimos la norma de f €L%(0,T) por:

1T
(f|g)= <ff>—JTff<t>2dt (15)
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Definicién. Dos funciones f,gc L?(0,T) se llaman ortogonales si (f | g) =0
en cuyo caso escribimos f_1 g. Un conjunto de funciones B C L%(0,T) se dice
ortogonal si para cada par de elementos distintos f,ge€ B se tiene que f_1g.
Si, ademas para toda funcion f € B es ||f|| = 1 se dice que B es un conjunto
ortonormal de funciones.

Es inmediato que un conjunto de funciones ortogonales es linealmente inde-

pendiente.
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Ejemplo En L?(0,T) un conjunto ortonormal de funciones especialmente im-
portante es el formado por las exponenciales complejas:

& = {eZ“i”t/T : nEZ}

Otro ejemplo de conjunto ortogonal es el formado por las funciones trigonomét
cas:

T ={1,coq2nnt/T),sen2xnt/T): neN}
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Proposicion Supongamos que B = {&:1<k<n} es un conjunto de n fun-
ciones ortonormales en L%(0,T) y sea M el subespacio vectorial engendrado
por B. Dada una funcion f € L?(0,T) la funcion:

n
Z (flee
se llama la proyeccion ortogonal de f sobre M y tiene las propiedades sigu-
ientes:
1. Pjv[( f) e M.
2. T —Py(f) esortogonal a M.
3. min{[|f —gf| : geM} = [|f —Py(f)]

En particular, si 8 = {&2""V/T : —_N <n< N}, entonces

Pre(F)(t) ( If —Znikt/T dt) g2ikt/T
k_—N

es el polinomio de Fourier de orden N de f.
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Teorema de Riesz-Fisher. Para toda funcion f €L?(0, T) se verifica que su serie
de Fourier converge a f en la norma de L?(0,T):

f(t) . % CkeZTEikt/T

k=—N

lim = 0.

N—oo

La validez del anterior teorema depende de un hecho analitico profundo: el
espacio L?(0,T) es un espacio métrico completo con la distancia dada por

d(f,g)=|[/f—d
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Igualdad de Parseval. Para toda funcion f € L?(0,T) se verifica que

)

1 (00]

SItOPd= 3 fef (16)
0 N=—c0

Laigualdad de Parseval expresa que la energia de la senal es igual a la suma de
las energias de sus armonicos componentes.

Una consecuencia de esta igualdad es el siguiente resultado.

Proposicion Los coeficientes de Fourier de una funcién de cuadrado inte-

grable convergen a cero.
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2.1. Espectro, dominio del tiempo y dominio de la fre-
cuencia

Una senal analégica dada por medio de una funcion f(t) se dice que esta dada
en el dominio del tiempo.

Supongamos que dicha senal es T-periddicay que su serie de Fourier es

f(t) _ C e275int/T
2.0

Las frecuencias de los armoOnicos complejos que forman esta serie son n/T.

El espectro de f se define como el conjunto de pares {(n/T,c,) : n€Z}.

El conocimiento del espectro de una senal determina a dicha senal.



index.html

Podemos considerar una funcion f definida en el conjunto de las frecuencias

AN

{n/T :neZ} por f(n/T) = c,. Se suele decir que dicha funcion representa a la
senal f en el dominio de la frecuencia. La “grafica” de la funcion | fA| se llama el

espectro de amplitudes, y la “grafica” de la funcién argf se llama el espectro de
fases.
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Figura 1: Espectro de amplitudes

El espectro de amplitudes consiste en lineas espectrales regularmente espa-

ciadas en las frecuencias n/T. Paran= 1y n= —11las lineas corresponden a la

frecuencia fundamental. Las demas lineas son llamadas armonicos de la senal.
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Figura 2: Espectro de fases
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3. Introduccion a la Transformada de Fourier
Discreta

Actualmente la mayor parte de las seniales estan digitalizadas. Usualmente lo
que conocemos de una senal es una muestra, esto es, una senal podemos verla
como un vector cuyas componentes son valores de la sefial en determinados
instantes. Si el tamano de la muestra es N, este vector esta en el espacio vecto-

rial N-dimensional CN,
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En términos muy generales puede afirmarse que el analisis de esta senal con-
siste en representarla en diferentes bases de CN. Estas bases se eligen de for-
ma que la correspondiente representacion pueda ser facilmente interpretada
y proporcione informacion util sobre la senal. Un ejemplo de esto es la Trans-

formada de Fourier Discreta que vamos a ver a continuacion.
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Supongamos que conocemos N muestras de una senal periddica f de periodo
T las cuales se han tomado en instantes igualmente espaciados a lo largo de un
periodo ty =kT /N, dondek=0,1,2,...,N— 1. Conocemos, pues, los N nimeros

f(kT/N)=vyi, k=0,1,2,...,N—1

Usando esta informacion queremos calcular una buena aproximacion de los

coeficientes de Fourier de f.
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Como tenemos N datos parece logico calcular N coeficientes c,. Sabemos que
bajo hipotesis muy generales se verifica que lim{c,} =0, esto es, la sucesion de
los coeficientes de Fourier converge a cero. Por ello los coeficientes mas signi-
ficativos vienen al principio. Teniendo esto en cuenta, vamos a tratar de cal-
cular los coeficientes ¢, paran= —N/2,... /N/2—1 (en lo que sigue suponemos

que N es par).
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Este calculo podemos hacerlo de dos formas.

Calculando de forma aproximada el valor de la integral
1T
_ = —2itnt/T
== Of f(t)e it

Para ello podemos proceder como sigue:

N1 4 (k+1)T /N

—ZIJ'Cnt/T = —2IIEnk/N
qq_.EE_T kaq f(t)e dt ~ EE Lt kT /N)e

lo que nos lleva a tomar como una aproximacion de los coeficientes ¢, los
numeros

N<n<N
2 2

-1 (17)

i vkw "€ donde w=€&""N, —
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Otra forma de proceder es calcular coeficientes C, por la condicion de que el
polinomio trigonomeétrico
N/2—1

P(t) _ Z é\neZthnt/T
n=—N/2

interpole a f en los puntos t, es decir, verifique que P(KT/N) = yix para k =
0,1,2,....,N — 1. Debemos resolver para ello el siguiente sistema de N ecua-
ciones lineales con N incognitas (los C,):

N/2—1

G =y, k=0,1,2,....N—1 (18)
n=—N/2

Pues bien, se comprueba que de esta forma volvemos a obtener los mismos

valores de antes, es decir ¢, = ¢/..
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Para expresar la solucion obtenida es mas comodo definir los numeros:

y
N
Ch osng —=-1
Yn:< N 2
é\n_N _<n<N_1
\ 2
Tenemos que:
1N—1 :
Yo=< Y W™ =012 N-1, w=e2 N (19)
k=0

Definamos los vectores:

we = (Lo ..., M) k=012..N-1 w=&"N

Teniendo en cuenta que W\ = 1, es facil comprobar que los vectores wy (0 <
k< N—1) son ortogonales y tienen norma igual a v/N. Dichos vectores forman

una base ortogonal de CV,
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La igualdad

1 N—-1 . 1
Yh=— ZOka :N<

ylon) n=0,1,2,....N—-1 w=e& N (20)

Nos dice que (Yo, Y1, ..., Yn—1) son las coordenadas del vectory = (Yo, Y1, ---,YN-1)
en dicha base o, lo que es igual, notando e el vector k-ésimo de la base canonica
de CN:

N—-1 N—-1
y=9Y wea =Y Yw
2,7 = 2, Yk
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Definicién La transformacion 7 : CN — CN que aun vectory = (yo, Y1, ...,Yn_1) €

CN hace corresponder el vector Y = (Yo,Y1,...,Yn_1) € CN dado por las igual-
dades

1

Yn:N

(Y]wn),  y=(Yo.Y1--»¥N-1), 0n = (Lo, ™,... 0NN =N
(21)

se llama la Transformada de Fourier Discreta (DFT) en CN.

La DFT es una biyeccién lineal de CN en CN.

1t N-1
Yo=Y % ™N " n=012..,N-1
k=0 k=0

Yn S Z yke—ZIJ'l?I']k/N7

N
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3.0.1. Observaciones La definicién que hemos dado de la DFT es la mas
usual aunque adolece de cierta falta de simetria debido al factor de escala
1/N que figura en la transformada directa pero no en su inversa. De hecho,
la definicion de la DFT puede variar de unos textos a otros. Es frecuente orto-

normalizar la base formada por los vectores wy, esto es, considerar la base
1
VN
formulas anteriores figure como factor de escala en ambas 1/ +/N.

ortonormal formada por los vectores —wy. Con ello se consigue que en las
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Hay una estrecha analogia entre la DFT y las series de Fourier.

Series de Fourier

= Se considera una senal continua en el dominio del tiempo, f, con periodo
T y, por tanto, con frecuencia 1/T expresada en Hercios (ciclos por segun-
do).

= Se trata de descomponer dicha sefial como una serie de senales con fre-
cuencias n/T (multiplos enteros de la frecuencia fundamental). La sefal
modelo con frecuencia n/T (ciclos por segundo) es se{2xnt/T). La forma
compleja de dicha sefial es la funcion e, (t) = e*"V/T,

= El peso que la componente de frecuencia k/T tiene en nuestra sefal viene
dado por el producto escalar:

T

f ‘ en f —2n|nt/T dt
0

00}

= La serie que representa a la senal f es Z (f | &) ™KV, Dicha serie pro-

N=—o0

porciona el espectro de la sefial y constituye la representacion de la sefal
en el dominio de la frecuencia.
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Transformada de Fourier Discreta

= Se considera una senal discreta y = (Yo, Y1,-..Yn—1) formada por N valores
que se interpreta como una muestra tomada en instantes kT/N (donde
k=0,1,2,...N—1) igualmente espaciados a lo largo de un periodo de una
senal continua de periodo T.

= Se trata de descomponer dicha sefial como una suma de senales con fre-
cuencias n/T (multiplos enteros de la frecuencia fundamental). La senal
modelo con frecuencia n/T (ciclos por segundo) es se{2xnt/T). La forma
compleja de dicha sefial es €2*!"'/T, Puesto que de la sefial original sola-
mente conocemos sus valores en los puntos KT/N (k=0,1,2,...N—1), lo
que hacemos es evaluar en dichos puntos la sefial &*'"'/T y obtenemos
asi el vector

Wn = (1 eZninZ/N eZJcin3/N e2nin(N—1)/N)

= El peso que la componente de frecuencia n/T tiene en nuestra senal viene
dado por el producto escalar:

N—1
1 2 nk/N

ylon) =5 3 %e
k=0

N
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= Lasuma que representa a la sefal discretay es S (y | wn)wp. Dicha suma
se interpreta como la representacion de la sefal en el dominio de la fre-

cuencia.
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3.0.2. ;Qué podemos hacer con la Transformada de Fourier Discre-
ta? LaDFT permite representar una muestra en el dominio de la frecuencia.
Para ello representamos segmentos que unen los puntos (n/T,0) y (n/T, [Yq|).
En el dominio de la frecuencia la sehal queda claramente descompuesta en
sus componentes sinusoidales: cada segmento representa la componente si-
nusoidal de la frecuencia n/T y amplitud |Y|. Es muy facil manipular esta rep-
resentacion para suprimir, por ejemplo, pequenas distorsiones. En la sefal
original (en el dominio del tiempo) estas pequenas distorsiones pueden quedar
ocultas pero eso no ocurre en el dominio de la frecuencia pues en él podemos
ver las distintas frecuencias que acompanan a la principal y podemos eliminar
las frecuencias mas altas que suelen corresponder a las distorsiones. Posteri-
ormente recuperamos la senal modificada via la DFT inversa. Esto es lo que
se conoce como “filtrado de la sefial” y eso es lo que hacen los convertidores

digitales-analogicos.
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3.0.3. Noticia sobre un famoso algoritmo: la Transformada Rapida
de Fourier Para calcular la DFT usando las féormulas 22 son necesarias

(N—1)> multiplicaciones complejas

N(N—1) adiciones complejas

Y no hay que olvidar que una multiplicacion compleja son 4 operaciones reales.
Por ello el coste de calculo de una DFT de N puntos es del orden de 4N? opera-

ciones reales de punto flotante. Para hacernos una idea de lo que esto supone,

recordemos que en los afios 50 un ordenador podia realizar del orden de 103

operaciones por segundo y para calcular una DFT de 100 puntos necesitaria

un tiempo de:

1
4 x 100? operaciones x > , = 40s
108 operaciones

y una DFT de 1000 puntos necesitaria un tiempo de calculo de 4000 s= 1.1h.
Actualmente un PC es capaz de realizar 10’ operaciones por segundo y el tiem-
po de calculo de una DFT de 1000 puntos es 0.4 segundos. Esto parece rapido

pero en la practica esta muy lejos de ser suficientemente rapido. Considera
que es una técnica muy frecuente hacer una DFT de 1000 puntos para gener-



index.html

ar cada imagen de una animacion. Si la animacion consta de 10000 imagenes
(por tanto es de muy corta duracion) el tiempo total de calculo seria de 4000
segundos, unos 67 minutos. Demasiado.

Puesto que la DFT se ha convertido en la herramienta basica para el tratamien-
to de senales, no es de extranar que haya quien afirme que el mundo moderno
empez0 en 1965 cuando J. Cooley and J. Tukey publicaron su eficaz método
para calcular la DFT. Dicho método de calculo se conoce con el nombre de
Transformada Rapida de Fourier (FFT=Fast Fourier Transform). Este algorit-
mo, que marcoO una importante etapa en el desarrollo de lo que se conoce co-
mo la teoria de complejidad de algoritmos, reduce el coste de calculo de la DFT
(suponiendo que N es de la forma 2P) del orden de N? al orden de Nlog,(N).
Para N = 1024 = 20 esto supone unas 10.240 operaciones de punto flotante,
esto es, reducimos en 1/100 el tiempo de calculo. Esta enorme reduccion del
coste computacional es lo que en la practica hizo posible realizar analisis de
Fourier en ordenadores, lo que explica que el trabajo

J.W. Cooley and J.W. Tukey, An algorithm for the machine computation
of complex Fourier series, Math. Comp. 19(1965), 297-301

sea el trabajo de matematicas mas frecuentemente citado de todos los tiem-
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pos.?

3.0.4. Convolucion y DFT Es conveniente considerar los elementos de
CN como sucesiones periédicas con periodo N como corresponde a la situacién
inicialmente considerada Yk = f(KT/N) para
k=0,1,2,...,N—1 donde f es una senal con periodo T, lo que implica que
YkN = Yk- Esto justifica la siguiente definicion.

Dado y = (Yo,Y1,---,YN-1) €CY y un entero arbitrario k € Z, definimos yx = yq
donde 0< g< N —1es el resto de la division de k por N.

Se define la convolucién® (llamada a veces convolucién circular o periédica o
ciclica) de dos elementos de CN, x = (X0, X1,-..,Xn—1) €Y = (Y0, Y1, --,YN—1) COINO
el elemento

4Tukey fue también el inventor del término “bit” como una abreviatura de “binary digit”. ;No
seria esto motivo suficiente para pasar a la Historia?

bEste es uno de los distintos tipos de convolucién més frecuentes. Las operaciones de con-
volucion son muy usadas en el procesamiento de senales digitales. Los tipos de filtros mas
frecuentes actiian sobre la senal de entrada “input” haciendo una convolucién con la “fun-

cion de transferencia del filtro”.
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z=(20,71,...,Zn—1) de CN definido por:

N—-1
Zc= ) Xg¥k—q KeZ
&

Es inmediato que z es una sucesion periodica con periodo N. Escribiremos
simbdlicamente z=x®YV.

Fijado unvectory = (Yo, Y1, ---,Yn-1), laaplicacion que a un vector X = (Xp, X1, . . . , X
hace corresponder el producto de convolucion z=y ® X es una aplicacion lin-
eal de CN en CN que podemos escribir en forma matricial como sigue:

(Zo\ ()/o YN-1 YN-2 - Y1\ (Xo\

Z1 Y1 Yo YN-1 - Y2
2 | =1 Y Y1 Yo - Y3 Xo (22)
\ZN—1) KYN—l YN-2 YN-3 - YO) KXN—lj

Las propiedades del producto de convolucion se deducen facilmente de la
siguiente importante propiedad.
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Dados dos vectores a= (ag,as,...,an—1) yb = (bg,bs,...,bn_1) en CcN notaremos
por abe CN su producto puntual:

ab = (a0b07 alb17 s 7aN—1bN—l)

Proposicion Sean x = (Xg,X1,...,Xn-1), Y = (Yo, VY1,---,YN_1) VECtOres en CcN. En-
tonces se verifica que:

F(xoy) =NFX)F(Y),  Fxy)=FX) o F(y) (23)

Demostracion Pongamos z=x0Yy, X = F(X), Y = F(y) y Z = F(z). Por defini-
cion:
1 N=1N-1

In= — XgYk—qW
N kZO 0=

—nk

permutando el orden en las sumas obtenemos que:

1Nl

Zn=" zoxqw " zyk_ 19 = NXaY,

lo que prueba la primera igualdad en 23. La otra igualdad se comprueba de
forma analoga.
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Un uso frecuente de la FFT es para calcular convoluciones. Observa que la
igualdad 22 implica que para calcular el producto de convolucion y ® x se
necesitan:

N? multiplicaciones complejas

N(N—1) adiciones complejas
Laigualdad ¥ (x®y) =NZ(x) ¥ (y) implica que:

xOy=NFH(F(X)F(y))

lo que permite usar el algoritmo de la FFT para calcular convoluciones ahor-

rando tiempo de calculo.
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